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Résumé — Cette contribution veut étre un plaidoyer pour introduire les dénombrements, tout au long de la
scolarité (le plus tot possible) et les vulgariser aupres du grand public. Cinq principes sont énoncés selon
les signes : =, +, -, * et / qui correspondent a I'égalité, 1'addition, la soustraction, la multiplication et la
division. Des exemples simples et pertinents illustrent le tout.
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Abstract — This contribution is a plea for the introduction of enumerative combinatorics all along the
curriculum, as soon as possible and to a wide audience. Five principle are stated here according to the
symbols =, +, -, ¥ and /, corresponding to equality, addition, subtraction, multiplication and division.
Some simple and useful examples illustrate this text.
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L. INTRODUCTION

Compter tout ce qui nous entoure est pour certains un réflexe premier. Malheureusement,
faute de méthode, beaucoup trouvent la tiche difficile et renoncent ou obtiennent des résultats
faux.

Les problemes de dénombrements se prétent parfaitement a la vulgarisation, dans la
mesure ou, d'une part, il s'agit de nombres entiers connus de tous et, d'autre part, il est
possible de partir de choses trés simples avant d'aborder des situations de plus en plus
complexes.

Les principes (*) qui suivent, peuvent servir d'épine dorsale a une méthode pour aborder
les problemes de dénombrements. Il est possible d'illustrer par des situations concretes, des
activités de codages et/ou de schémas a consonance géométrique.

Je pense que l'enseignement de la combinatoire devrait &tre un souci constant des
enseignants tout au long de la scolarité, des I'école primaire. Pourquoi attendre d'étre au lycée
pour découvrir qu'il y a 300 manieres de choisir deux éleves dans une classe de 25 ?

En France, souvent dans les programmes, les problemes de dénombrements sont
mentionnés de maniere subsidiaire dans la partie statistiques et probabilités, au lycée. Il n'en
est pas fait beaucoup mention au college ; encore moins dans le primaire. C'est bien
dommage !

* Universitaire retraité, 1° directeur de 'IREM de Grenoble - France — pierrelouisjullien @ orange.fr

Jullien P. (2015) Dénombrer c'est structurer. In Theis L. (Ed.) Pluralités culturelles et universalité des
mathématiques : enjeux et perspectives pour leur enseignement et leur apprentissage — Actes du colloque
EMF2015 — Spé2, pp. 926-933.



Dénombrer c’est structurer 927

Dénombrer un ensemble fini, c'est trouver le nombre d'éléments qu'il possede.

Une méthode consiste a I'énumérer, c'est-a-dire a dresser une liste exhaustive de ses
éléments, puis a compter les éléments de la liste constituée. Ce n'est la que déplacer la
difficulté car il faut alors une méthode pour élaborer la liste en question.

La méthode qui suit consiste a connaitre quelques principes simples et généraux
s'appliquant a des ensembles dotés de structures simples et a reconnaitre qu'un cas complexe
n'est qu'une superposition de cas simples et connus.

On n'oubliera jamais que DENOMBRER c'est STRUCTURER.

Dans ce qui suit les ensembles considérés sont finis et le nombre d'éléments d'un ensemble
X est noté IXI| (Attention : cette notation n'est pas universelle).

1. PRINCIPE D'EGALITE

S'il existe une bijection de A sur B alors |Al = [BI

Aussi banal qu'il paraisse ce principe est trés profond, puisqu'il est a la base méme du concept
de nombre cardinal.

Remarque. Pour montrer que / est une bijection de A sur B il suffit de montrer I'existence

d'une application & de B sur A telle que les composées 8/ et /'8 soient les applications
identités de A et B respectivement.

~1
Une telle application & est 'application réciproque de / ; elle se note aussi I

Ce principe est utilisé pour remplacer un probleme de dénombrement par un autre, que I'on
estime plus simple ! Par exemple, soient :

A l'ensemble des mondmes de coefficient 1, de degré n, a p variables ;

B I'ensemble des chemins dans = * - de (0,0) a (p-1,n) tels que le suivant de (x,y) soit
(x+1,y)ou (x,y+1);

C l'ensemble des mots sur I'alphabet {h,v} comprenant p-/ occurrences de h et n occurrences
dev;

D l'ensemble des parties de {1, 2, 3, ..., n+p-1} possédant n éléments ;

n
alorson a lAl =Bl =ICl=IDl = (n+p— 1).

En effet, le lecteur pourra, a titre d'exercice, vérifier que les applications schématisées ci-
dessous sont bien des bijections. Ce qui justifie les égalités IAl = Bl = IC| = IDI . Par ailleurs,
n

le résultat IDI = (”J’p - 1) doit étre connu.
Soit n=6 et p=4,

x*yz’to o vwhvhvvhv o {1,2,4,6,7,9},
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vz o o hvwwvhvvh o {2,3,4,5,7,8}.

A un mondme en x y z t, de degré 6, associons le chemin du point (0,0) au point (3,9) de telle
sorte que verticalement nous progressions d'un nombre égal a I'exposant de x puis apres un
pas a droite d’un nombre égal a l'exposant de y, etc ; a ce chemin associons le mot
comprenant 3 lettres h et 6 lettres v dans l'ordre (horizontal ou vertical) de la progression et
enfin associons une partie a 6 éléments de I'ensemble {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} caractérisant les
emplacements de la lettre v.

III.  PRINCIPE D'ADDITION

Si un ensemble est la réunion de parts disjointes deux & deux, alors son nombre d'éléments est
la somme des nombres d'éléments de chaque part.
Plus formellement :
E=[] A; |E|=Z|Ai|'
Si i< (oui#]entraine Ai NAj = @) alors i<l

Remarque. Certains A peuvent &tre vides.

Ce principe est a la base de la notion d'addition dans les entiers, son mode d'utilisation
consiste a distinguer dans 1'ensemble a dénombrer des classes d'objets deux a deux disjointes
(ces classes étant plus faciles a dénombrer, a priori). Le cas le plus élémentaire est de
distinguer deux classes complémentaires I'une de l'autre.

Le moyen le plus fréquent pour partager un ensemble est d'utiliser le retour inverse selon une
application fde E dans un ensemble /. En effet,

E=[] /(i

Exemple

+1 P+1\ 1
+1 p p
Choisir pour E I'ensemble des parties a (p+1) éléments de { O, 1, 2, ..., n } et pour f

I'application de E dans { 0, 1, 2, ..., n } qui a chaque élément de E fait correspondre son plus
grand élément.

etles / - ({}) sont distincts.

IV.  PRINCIPE D'ADDITION-SOUSTRACTION

Etant donné deux ensembles A et B non nécessairement disjoints, on a
|A UB| =|A| + |B] - |A MB]
De méme
IAUBUCI=IAlI+ BI+ICI-IANBI-IANCI-IBNCI+I1ANBNCI.
Plus généralement la formule est compliquée.

Soit £= Ya Ar, alors | El= Z,-E,|Ai|— Zi;&jel'AiﬂAJ’|+Zz¢j¢keI|AiﬂAiﬂAk|_

qui se lit somme des nombres d'éléments de chaque A i , moins somme des nombres
d'éléments des intersections des A i pris deux a deux, plus somme des nombres d'éléments des
intersections des A i pris trois a trois, moins somme des nombres d'éléments des intersections
des A i pris quatre a quatre, et ainsi de suite jusqu'a plus ou moins nombre d'éléments de
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l'intersection de tous les A i (ou le signe est moins quand les A i sont en nombre pair et plus
dans le cas contraire).

Drutilisation tres délicate, ce principe est surtout intéressant lorsque les nombres d'éléments
des intersections des A; pris p a p ne dépendent que de p et non pas du choix des A;.
Dans ce cas la formule s'écrit aussi

n

| E|= Z( ”“C)A NA,N...NA).

Exemple Q); (11)(: 1)(5)(2 Z)QX’k 3)u+ Mc)(’o )

Choisir pour E I'ensemble des parties a k éléments de { 1, 2, ..., n } et pour A; la partie de E
constituée des éléments de E auxquels i appartient.

V. PRINCIPE DE MULTIPLICATION

S'il existe un procédé d'énumération (de construction, d'identification) des éléments d'un
ensemble E en k étapes de telle sorte que 1'étape i (1 <i < k) comporte n; choix, ce nombre n;
étant indépendant des choix précédents et qu'a 'issue de ces k étapes chaque élément de E soit
obtenu une seule fois, alors E possede n;*ny*...* ny éléments.

Ce principe est a la base de la notion de multiplication dans les naturels. Son utilisation est
tres fréquente mais parfois délicate.

Exemple Il y an (n-1) ... (n- p+1) mots de longueur p dont toutes les lettres sont distinctes,
sur un alphabet a n éléments.

Définir I'étape i comme le choix de la iéme lettre du mot parmi les (n-i+1) symboles de
I'alphabet non encore utilisés.

VI.  PRINCIPE DE DIVISION

Soit une partition d'un ensemble E (non vide) telle que toutes les classes possedent le méme
nombre d'éléments N. Notons C le nombre des classes. On a |[El = C*N soit encore C = |[EI / N
ouN=IElI/C.

Ce principe est en quelque sorte un cas particulier du principe précédent. I est
fréquemment utilisé pour déterminer C ou N. Il est connu sous le nom de principe des bergers,
qui pour compter leurs moutons comptent le nombre de pattes et divisent par quatre.

(Z)‘ nx (n—1)x [ x (n— p+1)
Exemple p!

Prendre pour E I'ensemble des mots de longueur p, dont toutes les lettres sont distinctes sur un
alphabet A a n éléments et la partition associée a 'application 3 de source E telle que 1'image
d'un mot soit 1'ensemble L des lettres qui y figurent, et dont le but est I'ensemble K des parties

de A, qui possedent p éléments. L'ensemble K possede (Z) éléments et 5 est une surjection
telle que Ip~" ({L})I = p! quel que soit L de K.
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VII. CE QU'IL FAUT CONNAITRE

Théoriquement il n'y a pas grand-chose a connaitre mais en pratique mieux vaut en connaitre
un maximum. Par exemple, on ne saurait ignorer que :

I y a n” mots de longueur p sur un alphabet 2 n éléments

Ce qui est une autre maniere d'exprimer qu'il y a n? applications d'un ensemble a p éléments
dans un ensemble a n éléments.

Pour terminer, voici a titre d'illustration une preuve combinatoire de la formule du bindme.

Soit trois ensembles E, A et B disjoints. Notons [El=n, [Al=a,Bl=bet F=A U B . Nous
allons dénombrer de deux manieres différentes le nombre N des applications de E dans F. De
maniere directe [ N = (a+b) n ] et de maniere indirecte en décomposant 1'ensemble W des
applications de E dans F selon le nombre d'éléments de E qui ont leur image dans B.

Plus précisément, pour O < p < n, notons A, l'ensemble des applications de E dans F telles
que p éléments de E aient leur image dans B (donc n-p ont leur image dans A).

N= 3 |A)
Evidemment tous les A, sont disjoints, donc O=p=n (principe d'addition)

Calculons |Ayl. Pour obtenir un élément de A, procédons en trois étapes satisfaisant au
principe de multiplication :

- choix des p éléments de E dont l'image va dans B (il y a C) possibilités);
- choix de leurs images dans B (b” possibilités) ;

- choix des images des n-p autres éléments dans A (a"P possibilités).

Gy
Ainsi |Apl =

a+b)'=y (Z)a""”b”.
D'ou la formule, dite du bindme de Newton : p=0

On retrouve : (a +b)* =a> + 2ab + b?, (a + b)’ =a’ + 3a’b + 3ab> + b’

VIII. DENOMBRER C'EST STRUCTURER

Il s'agit de prendre possession des objets que l'on souhaite
dénombrer.

Donnons quelques illustrationsCombien de rectangles dans cette

figure ?

Qu'est-ce qu'un rectangle ? C'est ici l'intersection de deux

A BZC D E F

bandes, 1'une "verticale", I'autre "horizontale".Pour en parler, il 1
est commode de désigner les lignes. Ce

- W
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que nous faisons avec des lettres et des chiffres.

Ainsi tout rectangle se désigne par une paire de lettres et

une paire de chiffres. Ici CE-24.

Il y a bijection entre les désignations et les rectangles.

11 suffit de dénombrer les désignations. Ici 15 paires de lettres et 10 paires de chiffres.

Il y a donc 150 rectangles dans cette figure.

Plus généralement, m(m+1)n(n+1) / 4 pour un rectangle de m
cases par colonnes et n cases par lignes.Combien

d'intersections des diagonales dans ce polygone? A

Qu'est-ce qu'un point d'intersection ? C'est le choix de deux
diagonales. Ci-contre : BD et CF . Clest aussi le choix du
quadrilatere BCDF.

A tout point d'intersection est associé un quadrilatere et
réciproquement. Il y a autant de points d'intersection que de
quadrilateres, dont les sommets sont parmi ceux du polygone
donné. Ici 15. E D

F

Plus généralement n(n-1)(n-2)(n-3) / 24 pour un polygone ayant n sommets.

1. Combien de rectangles dans cette
figure ?

On note n le nombre de lignes (de colonnes).
Ici n = 6 .Alors le nombre R(n) cherché vaut
ix j.

i+j<n

J

En effet, tout rectangle est caractérisé par son
coin HD ( en haut a droite ) et son coin BG (en bas a gauche ), la somme porte sur les

coordonnées (i,j) des points HD possibles et 1% J est le nombre des BG possibles.

Tous calculs faits on trouve R(72)= nx (n+1)x (n+2)x (n+3)/24
+3

C'est le coefficient 4 )

Voici un codage direct qui permet de retrouver ce résultat comme une 4-partie du segment
entier [1, n+3] .

On code un rectangle de diagonale [BG, HD] par les
coordonnées ( t-1 , u-t-1 ) de BG et ( v-u , w-v ) les
composantes de BG, HD.

Ce résultat se généralise a k dimensions et vaut

+2k-1
2k
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2. Le triangle de Pascal

np 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0
4 1 4 6 4 1 0 0 0 0 0
5 1 5 0o 10 5 1 0 0 0 0
6 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0
7 1 7 21 35 35 21 7 1 0 0
8 1 8 2 56 70 56 28 8 1 0
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

La premiere colonne ne contient que des 1 ; le reste de la premiere ligne ne contient que des 0
et, pour le reste, chaque nombre est la somme de ceux qui figurent dans les cases
immédiatement au-dessus

a gauche et au dessus

8 1 8 28 56 70
9 1

9 36
(5 rEXei)
Clest l'illustration de la formule \ 7 -1

De maniere analogue, chaque nombre est la somme de ceux qui figurent au-dessus dans la
colonne de gauche et aussi en diagonale au-dessus et a gauche.

84 126

5 [ s 10 10 5 0 0 0 0
6 1 e 15 20 15 1 0 0 0
7 1 7 2 35 35 7 1 0 0
8 1 8 28 156 70 28 8 1 0
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