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Résumé

Pour spécifier ’enseignement des mathématiques dans des écoles professionnelles, ou encore
pour mettre en évidence [ utilité des mathématiques dans [’enseignement général, une stratégie
consiste a intégrer des activités ou des problemes dits de « modélisation », qui partent de ques-
tions « proches » des préoccupations des éleves ou des étudiants, de fagcon a motiver les mathé-
matiques enseignées. Nous abordons ici, partiellement sans doute, les conditions d’existence de
telles stratégies en nous appuyant sur quelques notions de didactique des mathématiques issues
de la théorie anthropologique du didactique.

Pour spécifier ’enseignement des mathématiques dans des écoles professionnelles, ou encore
pour mettre en évidence I'utilit¢ des mathématiques dans I’enseignement général, une stratégie
consiste a intégrer des activités ou des problémes dits de « modélisation », qui partent de questions
«proches» des préoccupations des €éleves ou des étudiants, de fagon a motiver les mathématiques
enseignées. Nous abordons dans cette communication, partiellement sans doute, les conditions
d’existence de telles stratégies en nous appuyant sur quelques notions de didactique des mathéma-
tiques issues de la théorie anthropologique du didactique.

Nous partirons pour cela d’un exemple dont le théme est issu de la formation des architectes a
propos de I’isolation acoustique'.
1. Isolation acoustique:un exemple

Considérons un directeur d’entreprise qui veut améliorer le confort acoustique dans un bureau
destiné a un pool dactylographique. Pour cela, il contacte un architecte qui lui conseille de revétir
le plafond par des panneaux acoustiques, ce qu’il accepte. Le spécialiste avec lequel travaille I’ar-
chitecte a en stock un type de panneaux possédant les coefficients d’absorption suivants:

Hz: 250 500 1000 2000 (fréquence);
a: 0,49 0,74 0,78 0,78 (coefficient d’absorption).

Ces panneaux conviennent-ils, sachant que la salle a traiter a les caractéristiques décrites sur le
plan suivant ?

1 Cet exemple est issu de Rougeron (1979).
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1.40m

H=2.10m
Hauteur sous plafond 3m 3m
- = -

Hauteur vitrage = 2m

Pour résoudre ce probleme, il s’agit de déterminer le gain de confort acoustique apporté par la pose
d’un plafond avec le type de panneaux proposé. Ce gain est donné par le calcul du nombre de déci-
bels dont diminue le son quand on ajoute le faux plafond. Il est donné par A = 10 log (7,/T,) ou T,
est le temps de réverbération du son dans la salle avant traitement et 7, le temps de réverbération
du son dans la salle apres traitement. Pour déterminer 7, il faut d’abord calculer ce qu’on appelle
«I’aire de Sabine », qui est une combinaison linéaire des aires des surfaces réfléchissant les sons,
les coefficients de la combinaison lin€aire mesurant I’absorption du matériau de chaque type de
surface; T est alors donné par 0,16 V/S, ou V est le volume de la piece et S I’aire de Sabine.

Le calcul du volume de la piece avant traitement est 6 m X 3 m X 3 m = 54 m>. Si I’on suppose
que I’on prend 10 cm pour poser le faux plafond, on obtient alors comme volume apres traitement
6mX3mXxX290m=522m’.

Reste a calculer I’aire de Sabine avant et apres traitement. Pour cela il faut calculer les aires de cha-
que type de parois — mur, sol, plafond, fenétre et porte —, puis effectuer la combinaison linéaire de
ces aires affectées des coefficients d’absorption de la paroi. Comme c’est le cas ici, les coefficients
d’absorption dépendent de la fréquence des sons et on est amené a calculer une valeur pour chaque
fréquence. Le calcul a été résumé dans les tableaux suivants.
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Avant traitement

0 Fréquences 250 Hz 500 Hz 1000 Hz 2000 Hz
Parois Surfaces a Sa, a, Sa, a Sa, a Sa;
Mur 45,06 m? 0,015 0,67 0,02 0,90 0,03 1,35 0,05 2,26
Sol 18 m? 0,03 0,54 0,04 0,72 0,04 0,72 0,03 0,54
Plafond 18 m? 0,015 10,27 0,02 0,36 0,03 0,54 0,04 0,72
Fenétre 6 m? 0,25 1,50 0,18 1,08 0,12 0,72 0,07 0,42
Porte 2,94 m? 0,11 0,32 0,10 0,29 0,09 0,26 0,08 0,24
3Sa. 3,30 3,35 3,59 4,17
T, 2,51 2,51 2,50 2,01

Apres traitement

0 Fréquences 250 Hz 500 Hz 1000 Hz 2000 Hz
Parois Surfaces a, Sa, a Sa; a, Sa, a Sa;
Mur 43,558 m* 0,015 10,65 0,02 0,87 0,03 1,30 0,05 2,18
Sol 18 m? 0,03 0,54 0,04 0,72 0,04 0,72 0,03 0,54
Plafond 18 m? 0,49 8,82 0,74 13,32 10,78 14,04 0,78 14,04
Fenétre 6 m? 0,25 1,50 0,18 1,08 0,12 0,72 0,07 0,42
Porte 2,94 m? 0,11 0,32 0,10 0,29 0,09 0,26 0,08 0,24
SSa 11,83 16,28 17,04 17,41
T, 0,71 0,51 0,49 0,48

On obtient ainsi le gain acoustique en fonction de la fréquence des sons:

Fréquences 250 Hz |500Hz |1000Hz |[2000 Hz

10 log(T/T,) 5dB  |7dB |7dB 6 dB

Et on peut alors conclure que I’on a obtenu une amélioration appréciable...

Cet exemple permet de poser des questions qui sont au ceeur de 1’intégration de la modélisation
dans I’enseignement des mathématiques. Avant de revenir sur ce point, nous présenterons la notion
de praxéologie sur laquelle nous nous appuierons par la suite.
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2. Lanotion de praxéologie

2.1 Types de tdches et techniques

Une praxéologie est une réponse a une question du type: comment faire...? Comment ouvrir
ce bocal qui ne veut pas s’ouvrir? Comment enlever cette tache d’encre de ce chemisier? Com-
ment changer le robinet de mon lavabo? Comment enseigner 1’algebre linéaire a mes étudiants
de deuxiéme année d’université ? On le voit, le point d’ou I’on part, c’est une tache que ’on a a
accomplir: ouvrir ce bocal qui ne veut pas s’ouvrir; enlever cette tache d’encre de ce chemisier;
changer le robinet de mon lavabo ; enseigner les décimaux a mes étudiants, etc.

En fait, en général, ce n’est pas une tache toute seule qui apparait, mais un type de tiches, et ce a
quoi il va falloir s’affronter, c¢’est donc un type de taches, 7: enlever une tache d’encre d’un tissu
en coton, changer un robinet, enseigner 1’algebre lin€aire a des étudiants de deuxieme année, etc.

Ainsi, dans ’exemple précédent, voit-on apparaitre parmi les taches a accomplir «calculer 1’aire
de Sabine de la salle de dactylographie », « déterminer le gain acoustique obtenu en plagant le faux
plafond proposé dans cette salle», taches qui relévent des types de taches: déterminer un gain
acoustique et calculer I’aire de Sabine d’une piece.

On se trouve alors face a une question Q: comment accomplir les taches ¢ du type 7? et il s’agit
d’obtenir une réponse R a cette question.

Trouver une réponse a Q va d’abord prendre la forme de trouver une maniere de faire, c’est ce que
nous appellerons une technique 2. Si I’on considére le type de taches 7': calculer 1’aire de Sabine
d’une piece, identifié précédemment, la technique mise en ceuvre consiste a faire un tableau du
type suivant.

0 Fréquences | f, 1, e Iy

Parois Surfaces a, Sa, a, Sa, a, Sa; a Sa,
1 S,

2 S,

P S,

2 Sa,

Si la technique est un élément essentiel de la réponse R a la question Q, elle doit étre complétée
par deux autres ¢léments.

2.2. Technologies et théories

Quand on observe I’activité humaine dans différentes institutions, il apparait presque toujours un
discours autour de la technique pour accomplir 7, méme si ce discours est naturalisé, évanouissant,

2 Technique vient du grec techne, qui signifie maniére de faire.
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discours dont le but est de 1égitimer, de justifier la maniére de faire T: ¢’est la troisieme composante
du modele, que nous appellerons la technologie, 6. Ce mot de technologie est a prendre d’abord
dans son sens étymologique, discours (logos) sur la technique (techne). C’est une nécessité qui sur-
git dés qu’on demande une description du faire. Une technologie peut différer suivant 1’institution
dans laquelle la praxéologie est observée et il n’y a pas de norme: une technologie relative a une
technique peut étre sans rapport avec la théorie scientifique. Notons que cette remarque vaut aussi
pour les techniques : une technique peut étre maladroite, ne pas bien marcher, etc.

Ajoutons qu’il n’y a pas une seule forme de justification possible. Si, en mathématiques, la forme
canonique de discours justificatif est la démonstration, d’autres justifications sont possibles, comme
la justification expérimentale par exemple.

Au-dela de sa fonction de justification de la technique, qui est premicre anthropologiquement, la
technologie a deux autres fonctions. D’une part, elle permet de rendre la technique intelligible,
compréhensible, de « comprendre pourquoi ¢a marche »*. D’autre part, elle permet de produire des
techniques.

Ainsi, la justification de la technique T présentée plus haut pour « calculer ’aire de Sabine » repose
sur la définition de cette grandeur et le calcul d’une combinaison linéaire.

Le dernier ¢lément du modele est la théorie ®. C’est la justification de la technologie, donc en quel-
que sorte la technologie de la technologie. C’est un niveau un peu spéculatif, qui est trés souvent
évanouissant, pour lequel on observe fréquemment un renvoi vers d’autres institutions, comme par
exemple le fameux «on démontre en mathématiques...» des physiciens qui fait référence a une
théorie mathématique dont reléve le résultat technologique dont on va faire usage.

Comme la technologie, la théorie differe suivant les institutions et peut étre éloignée des théories
scientifiques existantes ; on notera enfin que la nature technologique ou théorique d’une assertion
n’est pas intrinséque®.

Pour la praxéologie qui nous concerne ici, on se situe dans la théorie de I’acoustique, plus particu-
lierement dans 1’absorption et la réflexion des ondes.

On obtient ainsi une praxéologie ponctuelle [7/ T /6/ O], le point étant le type de tiche 7'; on dira
aussi organisation praxéologique: [7'/ T ] étant la praxis, la pratique — ou encore le savoir-faire;
[0/ ©] le logos — ou encore le savoir. Ce modele de la praxéologie ponctuelle constitue la brique
¢lémentaire de 1’activité humaine. Ces briques ¢lémentaires viendront en général s’amalgamer
pour constituer des praxéologies locales [7./ 1,/ 0/ O], dans lesquelles on aura plusieurs savoir-
faire justifiés par le méme savoir; des praxcologies regionales [T, / T,/ 6,/ O], ou la méme théorie
justifiera plusieurs technologies, qui a leur tour justifieront plusieurs blocs type de taches/techni-

que; des praxcologies globales enfin [T} / T, / 0, / 0,], qui comprendront plusieurs théories.
Revenons maintenant a la lumiére de cette théorisation sur I’exemple proposé et la question de
I’enseignement des mathématiques.

3 Pour des exemples de telles technologies, voir par exemple Chevallard (1999).
4 Voir Chevallard (1999).
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3. Modélisation et satisfaction des besoins mathématiques

Il ne fait aucun doute que 1’exemple dont nous sommes parties utilise des mathématiques : mais,
objectera-t-on, des «petites mathématiques» ; on a seulement a effectuer quelques opérations. Il
parait ainsi a premicre vue impossible de baser la formation mathématique des architectes sur de
tels problemes.

Si I’on examine plus soigneusement notre exemple, on est face a des grandeurs qui varient en fonc-
tion d’autres grandeurs: ainsi, par exemple 4 = f(T;, T)), T, = g(V, S) et S, = h(a,, a,, ..., a,). On
remarquera alors d’une part que, dans le travail effectué, le modele, qui est globalement constitué
des trois fonctions précédentes, est donné sans que la question de sa production soit évoquée. Si
c’était le cas, d’autres ingrédients mathématiques seraient mobilisés, et notamment les notions de
fonction, de variable, de variation, etc. On remarquera d’autre part que la technique mise en ceuvre
pourrait étre modifiée.

On pourrait par exemple considérer la fonction h permettant d’obtenir S; a partir des coefficients
d’absorption: une maniere d’obtenir la premiere aire de Sabine serait de multiplier les deux vec-
teurs formés respectivement des coefficients d’absorption et des surfaces correspondant aux dif-
férentes parois, ce qu'une calculatrice graphique fait de nos jours facilement par exemple. On
pourrait également modifier la mani¢re d’obtenir I’aire de Sabine apres traitement pour obtenir:
S, =8, * (a’,— a)S,—npa; (p est la longueur des murs et h la réduction de hauteur sous plafond).
On voit ainsi apparaitre que la variation de 1’aire de Sabine dépend de la variation de coefficient
d’absorption du matériau du plafond et de la distance a laquelle on a posé le faux plafond, .

Ces notations suggerent les possibilités apportées par le recours a un environnement technologique
mathématique plus riche. En particulier, c’est cet environnement qui permettrait de répondre a des
questions du type: Quel effet a la variation de volume sur I’amélioration de 1’absorption ? ou, en
d’autres termes, dans quelle mesure est-il intéressant de baisser davantage la hauteur sous plafond ?
Ou encore quelle augmentation de coefficient d’absorption permet de gagner un décibel ? Etc. Ces
questions, qui n’étaient pas posé€es dans I’exemple envisagé sans doute pour éviter le recours a
I’outil fonctionnel®, conduirait a fabriquer une praxéologie plus intelligible, mieux justifiée donc
plus robuste, et que ’utilisateur pourrait utiliser en ayant les moyens de la contrdler.

Le traitement dans le cours de mathématiques de tels exemples, pour produire et motiver les
praxéologies mathématiques a étudier, permet une problématisation plus riche mais demande éga-
lement que soit travaillée la modélisation : comment obtient-on les fonctions envisagées plus haut,
par exemple la fonction f? Doit-on envisager la production de toutes les fonctions envisagées,
ou doit-on, peut-on en considérer certaines comme des données physiques? Cela demanderait
de manipuler dans le cours de mathématiques des objets autres que mathématiques (relevant de
I’acoustique, ici) d’une maniere qui €tait habituelle en Europe au XVII¢ et XVIII© siecle sous le
nom de mathématiques mixtes (voir annexe).

C’est cette notion de mathématiques mixtes, qui a peu a peu disparu de la culture de I’enseignement,
notamment par le biais de la notion d’application, qu’il nous faut retrouver pour pouvoir satisfaire
au mieux les besoins mathématiques des non mathématiciens et mettre en évidence I'utilit¢ des

5 On retrouve la une stratégie de démathématisation classique. Voir Artaud (1993) pour obtenir d’autres exemples.
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mathématiques pour la société, ce dernier aspect étant crucial pour 1’existence des mathématiques
dans le systéme d’enseignement général (Artaud, 1996).

Nous en viendrons pour terminer a des aspects plus spécifiquement liés a 1’existence, dans les sys-
temes didactiques, de telles praxéologies.

4., Modélisation et organisation de I'étude

Une praxéologie, on I’a dit, vient en réponse a une question Q du type « comment faire pour... ?».
La production de la réponse fait intervenir un processus de modélisation, qui peut se situer d’ailleurs
a Pintérieur des mathématiques elles-mémes comme c’est le cas notamment dans la modélisation
algébrique de phénomenes géométriques par exemple (Boléa, Bosch et Gascon, 2003). Ce proces-
sus découpe une suite de questions (et donc de sous-types de taches) qui, souvent, s’intégrera dans
la technique relative au type de taches considéré (Artaud, 2006).

Considérons ainsi la question: «comment (faire pour) optimiser une grandeur?». L’étude des
mathématiques en France au Lycée apporte une réponse intégrant des éléments de la théorie des
fonctions d’une variable réelle dont une technique peut étre a peu prés décrite ainsi®:

— Exprimer la grandeur a optimiser G en fonction d’autres grandeurs, que 1’on exprimera elles-
mémes en fonction d’une seule grandeur variable, v de fagon a obtenir G = f(v).

— Compte tenu des contraintes pesant sur v, déterminer I’ensemble d’étude de f, 1.

— FEtudier les variations de f'sur / et en déduire le ou les extremums (g™*) de fsurIetle oules
valeurs de la variable (v;*) en laquelle il(s) est(sont) atteint(s).

— Déterminer I’optimum g* de G cherché dans I’ensemble des valeurs (g*) et des valeurs de faux bor-
nes de I ; donner la valeur v* de la grandeur variable qui permet de le réaliser’.

Les deux premiceres, et éventuellement la derniere, étapes de cette technique, sont généralement
identifiées comme relevant de la modélisation, alors que la troisieme est attribuée aux mathémati-
ques. La technique précédente pourrait ainsi se décrire en d’autres termes de la fagon suivante (qui
est quasiment celle qui apparait dans les programmes de I’enseignement secondaire frangais):

— Modéliser la situation a I’aide d’une fonction pour aboutir a G=f(v), v e I.
— Optimiser f.
— Interpréter les résultats du modele.

Ce découpage peut étre référé aux travaux d’Yves Chevallard sur la modélisation (Chevallard,
1985 et 1989) qui structurait ainsi le processus.

6 Ils’agit de la technique qui prévaut a partir de la classe de premiere (¢leves de 16-17 ans). Dans la classe antérieure,
le méme type de taches est étudié, avec une technique semblable mais qui ne repose pas sur du calcul différentiel
pour la recherche de 1’optimum, et qui est donc appliquée sur un champ de fonctions restreint.

7 Cette étape de la technique contient, ou peut contenir, du travail sur les valeurs approchées qui n’est pas détaillé ici
parce qu’il est généralement considéré comme transparent dans les classes concernées.
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1. Un systéme a étudier (intramathématique ou extramathématique) dont on définit les aspects
pertinents pour I’étude®: on en tire généralement un ensemble de variables.

2. On construit un modele en précisant des relations entre ces variables.

3 On travaille le modele pour produire des connaissances sur le systeme (qui sont les réponses
aux questions posées par 1’étude, soit des praxéologies mathématiques mixtes).

«Modéliser» apparait ainsi comme un genre de taches: il y a un travail important a accomplir
pour qu’il soit possible d’expliciter des praxéologies relatives a ce genre de taches, qui consiste
notamment a le spécifier de fagon a découper des types de taches, et donc des techniques relatives
a ces types de taches.

Cela est incontournable des lors que ’on se place, a I’égard de 1’enseignement des mathéma-
tiques, dans une perspective «constructiviste»’, dans laquelle la construction des praxéologies
mathématiques se fait par le biais d’activités d’étude et de recherche ou plus généralement de
parcours d’étude et de recherche (Chevallard 2002 et 2006), ou I’on part d’une question Q pour
laquelle la praxéologie mathématique enjeu de 1’étude apparait comme ingrédient essentiel de la
réponse. En effet, le processus de modélisation fait alors partie de la technique d’étude qui per-
mettra de fabriquer la praxéologie mathématique, en fournissant notamment un certain nombre
de questions cruciales permettant d’avancer, mais il devra également faire partie, comme nous le
signalions déja plus haut, de la praxéologie a institutionnaliser (Artaud 2006). C’est bien entendu
¢galement incontournable lorsqu’il s’agit de former des « non mathématiciens» qui auront a met-
tre en ceuvre ou a fabriquer des praxéologies dans lesquelles les mathématiques interviennent, de
quelque maniere que ce soit ou encore de futurs citoyens, amenés a se déplacer dans une société
fortement mathématisée.
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Annexe

La notion de mathématiques mixtes

A I’age classique, les mathématiques sont scindées en deux parties : les mathématiques pures, d’une
part, qui sont constituées de I’arithmétique, la géométrie et I’algebre ; et les mathématiques mixtes,
d’autre part. Cette expression de mathématiques mixtes n’est plus utilisée aujourd’hui. Pour user
d’un langage moderne, nous dirons qu’on peut en proposer deux définitions, I’'une « en extension »,
I’autre «en compréhension». Chaque auteur d’abord en donne une liste. Voici par exemple celle
que d’Alembert propose dans 1’article Mathématique ou mathématiques de 1’Encyclopédie :

Du nombre des Mathématiques mixtes, sont la Méchanique, 1’Optique, I’ Astronomie, la Géo-
graphie, la Chronologie, I’ Architecture militaire, 1’Hydrostatique, 1’Hydraulique, I’Hydro-
graphie ou la Navigation, etc.

Quant a I’abbé Bossut, il offre ce découpage :
1.° La Méchanique, science de I’équilibre et du mouvement des corps solides.
2.° UHydrodynamique, qui considere 1’équilibre et le mouvement des corps fluides.
3.° L Acoustique ou la Théorie du son.
4.° L Optique ou la Théorie du mouvement de la lumiere.

5.° Lastronomie, science du mouvement des corps célestes

Plus extensif encore, Montucla, dans son Histoire des mathématiques, ajoute a cela la gnomonique,
la musique, la perspective, la pneumatologie ou pneumatique, soit «la considération des rapports
de pesanteur, d’¢lasticité, de densité dans 1’air et les autres fluides qui jouissent de ces proprié-
tés»; I’art de conjecturer, « dont I’analyse des jeux de hasard est une branche principale » ; enfin la
coupe des pierres, «art qui exige souvent des considérations géométriques assez profondes », sans
toutefois recevoir parmi les mathématiques mixtes I’architecture civile ou militaire, non plus que
la pyrotechnie, bien que cette dernicre en particulier ait figuré dans le mouvement d’émergence
que nous décrirons ensuite comme un ¢lément propre a échauffer I’intérét du grand public pour les
mathématiques.

Les auteurs déja cités, et d’autres encore, nous livrent également une définition « en compréhen-
sion» des mathématiques mixtes, véritable formule épistémologique qui les fonde et définit leur
empire.

Citons d’abord, a nouveau, 1’abbé Bossut :

Les Mathématiques mixtes empruntent de la Physique une ou plusieurs expériences incontes-
tables, ou bien supposent dans les corps une qualité principale et nécessaire : ensuite, par des
raisonnements méthodiques et démonstratifs, elles tirent du principe établi, des conclusions
évidentes et certaines, comme celles que les Mathématiques pures tirent immédiatement des
axiomes et des définitions.

Dans I’article Application qu’il a rédigé pour I’ Encyclopédie, sous le titre Application de la Géo-
métrie et de I’Analyse a la Physique, d’ Alembert est plus insistant encore :
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La plupart des propriétés des corps ont entr’elles des rapports plus ou moins marqués que
nous pouvons comparer, et c’est a quoi nous parvenons par la Géométrie et par I’Analyse
ou I’Algebre. C’est sur cette application que sont fondées toutes les sciences physicomathe-
matiques. Une seule observation ou expérience donne souvent toute une science. Supposez,
comme on le sait par I’expérience, que les rayons de lumiere se réfléchissent en faisant [’angle
d’incidence égal a I’angle de réflexion, vous aurez toute la Catoptrique... Cette expérience
une fois admise, la Catoptrique devient une science purement géométrique, puisqu’elle se
réduit a comparer des angles et des lignes données de position.

Lempire des mathématiques dans le champ des savoirs ou elles sont susceptibles d’apporter leur
certitude et I’impeccable enchainement démonstratif qui les caractérisent — la coloration apologé-
tique est ici évidente —, n’apparait limité que par la faiblesse des autres domaines de science avec
lesquels elles sont ainsi naturellement appelées a frayer. Montucla, apres avoir rappelé, a propos

de I’optique, ce que nous nommions la formule épistémologique des mathématiques mixtes, écrit
significativement :

On ne peut disconvenir que ces recherches ne soient proprement du ressort de la Physique :
mais en tant que mélées intimement, et dependantes des Mathématiques abstraites qui leur
font part de la certitude qui les distingue elles-mémes, elles sont en quelque sorte élevées
par-la au rang des Mathématiques dont elles forment la seconde division. En cette qualité
elles occupent une sorte de milieu entre la Physique, souvent enveloppée d’incertitude et de
ténebres, et les Mathématiques pures dont la clarté et I’évidence sont toujours sans nuages.
Elles ne sauraient avoir plus de certitude absolue que le principe qui leur sert de fondement
c’est en quoi elles tiennent de la Physique.: d’un autre coté elles jouissent d’une évidence
hypothétique, égale a celle des Mathématiques abstraites, je veux dire que leur principe sup-
pose vrai, elles ne sont pas moins certaines que ces dernieres.

Le mot d’application lui-méme apparait trompeur, car il s’agit moins de mettre des mathématiques
dans la physique que d’amener les questions de physique dans le champ des mathématiques — les
citations précédentes I’indiquent nettement.
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